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SUR LES FONCTIONS COMPOS6ES 
ULTRADIFFfiRENTIABLES 
Par Vincent THILLIEZ 
RWJMB. - Soient E un compact de C” et Q une application holomotphe au voisinage de E, a valeurs dans 
C” . dont le lieu de branchement C rencontre E. Soit g une fonction de classe Cm dans C” et a-plate SW O(E). 
On suppose que le jet sur E de la composte y o Cp appartient a une classe de Carleman suffisamment reguliere 
{l!Aft }. On donne alors des conditions qui assurent l’existence et permettent la definition explicite d’une suite M+ 
d&pendant seulement de M, E et @, telle que g verifie des estimations Carleman {l!hf~} optimales sur Q(E). 
Toute application Cp a composantes homogtnes entre dans le cadre de cette etude. 
ABSTRACT. - Let E be a compact subset of 63” and @ some P-valued mapping, holomorphic in a neighborhood 
of E, whose branch locus C intersects E. Let g be a Cm function which is a-flat on a(E). Assume that the 
jet on E of the composite function g o @ belongs to some sufficiently regular Carleman class {E!AJl}. Then we 
give conditions which ensure the existence and allow an explicit definition of a sequence M+ depending only 
on .%f, E and @$ such that g satisfies optimal Carleman estimates {l!A4,‘} on @P(E). The results can be applied 
to any mapping @ with homogeneous components. 
Introduction 
Soit M = (M) 1 l>a une suite croissante de reels positifs, logarithmiquement convexe. 
Disons qu’une fonction h de classe C” au voisinage d’une partie Y de R” satisfait 
des estimations Carleman C~J sur Y s’il existe une constante positive C telle que l’on 
ait, pour tout point 2 de Y et pour tout multi-indice (II, . . ., 1,,) de W‘, de longueur 
1 := 11 +. . . + 1,, la majoration 
. 
dih 1 (x)i < c~+ll!Ml. ax: . . . ax,- 
En un certain sens, la suite M mesure le defaut d’analyticite de h sur Y. 
Soient maintenant un compact E de W”, une application Q, analytique au voisinage de 
E a valeurs dans R”, et une fonction g de classe C” au voisinage de (a(E). On considere 
la composee f := g 0 @. 
Classification AMS : 26 E 10, 58 C 25, 46 E 99. 
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Si la fonction g satisfait des estimations C’hf sur a(E)! alors f satisfait des estimations 
CJzf sur E. 11 s’agit d’une consequence facile de la formule de Faa di Bruno, de I’analyticite 
de + et de l’intgalite MjMk 2 MoMj+k due a la convexite logarithmique de M. 
La motivation de cet article reside, en quelque sorte, dans le probleme inverse : on 
suppose que la composee f a des proprietes de regularite C’,, sur E. Existe-t-i1 une suite 
M+, ne dependant que des donnees AJ; Cp et E> telle que la fonction g satisfasse des 
estimations CIZl+ sur (P(E) ? Comment d&ire, a partir des don&es Q, et El la perte de 
regularite M -+ M+ qui apparait Cventuellement ? Bien sQr, cette question peut Ctre 
reliee aux theorkmes de type Glaeser (voir par exemple [G], [To], [BMP]) qui fournissent 
des conditions pour qu’une fonction f donnee s’ecrive sous forme de composee g o Q, : 
si l’on suppose, outre ces conditions, que f possede une certaine regularit C1l, sur un 
compact, que peut-on alors dire de g ? 
Dans le cadre reel envisage ci-dessus, des reponses au probleme pose peuvent, suivant 
un principe classique, Ctre vues comme corollaires de reponses obtenues dans le cadre 
complexe suivant : E est un compact de C”, l’application @ est holomorphe au voisinage 
de E et la fonction g est C” dans C’” et &plate sur (a(E). C’est cette formulation 
complexe que l’on adopte ici. 
On suppose que le jacobien de @ n’est pas identiquement nul; dans le cas contraire, 
aucun resultat positif ne saurait etre espere en g&i&al, comme on peut s’en convaincre 
par l’exemple Clementaire d’une projection dans C ‘. A l’oppose, si ip est non singulibre 
au voisinage de E, la question se ram&e, par inversion locale, au resultat simple de 
composition CvoquC auparavant, avec M + = M. On suppose done aussi que E rencontre 
le lieu de branchement C de a,. 
On fait alors intervenir la geometric de E et le comportement de l’application + par 
le biais de deux conditions : 
(a) Une propriete de situation reguliere raffinee pour E et C, c’est a dire une inegalite 
de la forme 
(*) dist(z, E) + dist(z, C) 2 O(dist(z, E II C)), 
pour z au voisinage de E fl C. Ici 8 est une fonction qui appartient a une certaine Cchelle 
de precision, plus fine que celle des fonctions t --f tN utilisee habituellement dans les 
inegalites de Eojasiewicz (voir (1.4) a (1.7)). De telles inegalites ont CtC introduites dans 
un travail anterieur de l’auteur [Th]. 
(b) Une condition infinitesimale sur Cp, consistant en une majoration suffisamment precise 
de (1 (W(c))-’ ]] pour < appartenant a un voisinage de E\C dans V\C. N conique >> en 
un sens approprie (voir (2.2) a (2.4)). 
Sous ces hypotheses, et moyennant des conditions dites de << croissance moderee >> sur 
la suite M (voir (1.1)) la question posee recevra une reponse dans deux situations, faisant 
l’objet des theoremes (3.3) et (4.3). Ainsi, (4.3) d&it compktement le cas des applications 
+ dont chaque composante est un polynome homogbne, lorsque E ne rencontre C qu’a 
l’origine. 11 convient de mentionner ici que dans ces theoremes, la perte de regularit 
M -+ M+ s’interprete exactement comme << superposition >> de pertes de regular% likes 
respectivement a (a) et (b). 
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Le plan de l’article est le suivant. 
Au 5 1, on commence par definir des ensembles de suites i’kf correspondant aux types de 
classes de Carleman Ctudiees (a croissance moderee, ou fortement regulieres). On dehnit 
ensuite les fonctions 0 admissibles dans des inegalites comme (*). 
On exploite alors une construction effect&e dans [Th] pour associer, a chaque tI de ce 
type, une certaine application M - kf(“) operant sur les ensembles de suites consid&%. 
Ces applications jouent un role crucial tout au long de cet article : c’est en effet grace 
a elles que l’on y mesure les pertes de regular&. Pour cette raison, on detaille en 
(1.8), (1.9) et (1 .lO) quelques-unes de leurs proprietbs. Par exemple, (1.10) montre que 
i&f - M(‘) agit bijectivement comme un decalage sur la regularit CM. Ces resultats, 
qui viennent completer ceux de [Th], presentent un inter& independant en theorie des 
classes ultradifferentiables. 
On termine le 3 1 par un rappel de faits essentiels relatifs aux classes de jets. 
Le 0 2 est consacre a l’etude de champs Xj definis, en dehors de C, par 
Xi := (@*)-‘( &), Controler les derivees partielles de g revient en effet a controler 
les derivees de f ‘en termes d’iteres des champs Xj. 
On decrit en (2.2) (2.3) et (2.4) l’hypothese (b) de majoration de ]] (G’(c))-’ ]] . 
Ensuite, on Ctablit, sous cette hypothese, des estimations sur les coefficients des it&es 
des X,. Techniquement, ces estimations (2.5) constituent la clef des resultats obtenus par 
la suite. Elles s’inscrivent dans la lignee de methodes utilisees, en des contextes bien 
differents, par M. Derridj et C. Zuily [DZ] ou M. Derridj et D. Tar&off [DT], prop. 3.3. 
Aux 3 3 et 5 4, on formule precidment le probleme CtudiC et on demontre les theoremes 
principaux (3.3) et (4.3). Le theoreme (3.3) traite complbtement le cas oti g s’annule a 
l’ordre infini sur @(IS n C), image par Cp de la pat-tie de E ou @ est singuliere. 
Lorsque la fonction g n’est plus supposee plate sur le compact @(E II C), on cherche 
a estimer les 1 DLg(w) ], w E G(E), en se ramenant, par soustraction, ou bien au 
theorttme (3.3) (voir le corollaire (3.4)), ou bien a une situation dans laquelle g s’annule a 
un ordre suffisant, dependant de L, sur ce compact (voir le theoreme (4.3)). Dans les deux 
cas, on a besoin pour cela d’informations sur la regularite Carleman de g en restriction a 
+(EnC). En (3.4), on impose apriori une telle hypothese de rCgularitC. Par contraste, dans 
le cas de composantes homogenes, on parvient en (4.3) a obtenir l’information souhaitee 
comme consequence des seules donnees du probleme. 
Pour finir, au 3 5, on donne quelques remarques complementaires. En particulier, on 
montre, dans une situation tres simple, que les estimations obtenues sont en general 
optimales. 
Notations. - Dans tout ce travail, on utilise les notations suivantes. 
Pour tout multi-indice L = (1r, . . ., In) de N”, on note par la lettre minuscule 
correspondante 1 la longueur II + . . . + I, de L. On pose L! = II! . . . 1,! et, pour 
a” tout z = (zr, . . .? z,) de R” ou C”, zL = z$’ . . .z$. On note DL = azrl .,,a, In le monome 
27, 
de derivation sur R” ou C” associe a L. 
1 
Pour tout z de C” et tout reel positif T, on designe par P(z, Y) le polydisque ferrne 
{ < E 43”: 1 cj - Zj 11. T pour j = 1,. . .,?I}. 
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Enfin, on dksigne par d(.z;. 1 ) la distance euclidienne d’un point 2 B une partie I’ de 
R” (ou C”). 
1. RCsultats prCliminaires 
1.1. QUELQUES PROPRI&T& DE SUITES. - Soit M = (n/r) I ~0 une suite de rCels positifs. On 
considke les conditions suivantes : 
(1.1.1) Les suites M ot (Ml+1/A41)~20 sont croissantes. 
(1.1.2) 11 existe uric con&ante A 2 1 telle que 1’011 sit, pour tout 1. 
(1.1.3) 
(1.1.4) 
11 existe une constante A 2 1 telle que l’on sit, pour tout 1. 
11 existe une co&ante A 2 1 telle qw l’on ait, pour tout I, 
M,, < A%;+‘, 
(1.1.5) lim ikf;” = cm. l-00 
On dit que la suite M est & croissance mode’& lorsqu’elle remplit les conditions ( 1 . 1 . 1 ), 
(1.1.2), (1.1.4) et (1.1.5). On notera S,,,, l’ensemble des suites h croissance modCrCe. 
On remarquera que pour toute suite M de S,,, la suite (rnl)l>o dCfinie par 
ml = ML+~/M~ croft vers +x. 
On dit que la suite M est ,fortement r&&3-e lorsqu’elle remplit les conditions ( 1.1. I), 
(1.1.2) et (1.1.3). On notera Sf, l’ensemble des suites fortement rkgulikres. 
D’apr&s [Ccl], on a l’inclusion &, c S,,,. 
On dkfinit une relation d’iquivalence N sur S,.,, en disant que l’on a M - M’ 
si et seulement si il existe une constante C, avec C > 1, telle que l’on ait 
C-(‘+‘)Ml 5 M[ 5 CE+l Ml pour tout entier 1. D’aprks [PI, prop. 1 .l et car. 3.2, 
la propriCtC (1.1.3) ne dCpend que de la classe de M modulo N . On a done encore une 
inclusion des quotients 
(1.1.6) Sfr/ - c &,I,/ - . 
1.2. NOTATION. - On dtsigne par 3 l’ensemble des fonctions cp : R+ ---+ lR+, croissantes 
au voisinage de 0 dans R+ et telles que ~(0) = 0. On dkfinit une relation d’kquivalence 
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21 sur .F en disant que l’on a cp N $ si et seulement si il existe des constantes b, c, avec 
0 < b < 1. 0 < c < 1, telles que l’on ait bcp(ct) 5 $(t) L: b-lp(c-lt) pour t ---f 0. 
1.3. FONCTIONS h-if. - Soit M une suite a croissance mod&e. Pour tout entier I, on pose 
h~(1,t) := inftjiyj pour t E IF+ 
j>l 
On notera 
La fonction hbf est continue, croissante et on a hAl(0) = 0 et hM(t) = M0 pour t 1 1. 
De plus, si on pose A$ := Sup t-‘hM(t), on a alors N - M en vertu de la condition de 
t>0 
convexite logarithmique (1.1.1). Comme consequence, Ctant donnees deux suites M et M’ 
de SC,, l’existence de constantes b et c avec 0 < b < 1, 0 < c < 1, telles que l’on ait 
b hM(ct) < l&~(t) pour t - 0 
Cquivaut a l’existence d’une constante C 2 1 telle que l’on ait 
Ml 5 C1+lM’ 1 
pour tout entier 1. En particulier, on a M N M’ si et seulement si on a hi N hM1 au sens 
de (1.2). Compte tenu de cette demiere remarque et de (I. 1.6), on confondra souvent, dans 
le reste de ce travail, les suites M de S,, et leurs classes d’equivalence modulo - . 
Exemple. - Soient a et p deux reels avec ct > 0 et /3 > 0. La suite M 
donnee par Ml = 1!“(Log Z)“l pour 1 2 1 est fortement reguliere et on a hbl(t) N 
exp(-t-““(Log(l/t))-fl’y. 
1.4. FONCTIONS FORTEMENT ADMISSIBLES. - Soit B un Clement de F. On dira que la fonction 
0 est fortement admissible si elle remplit les conditions suivantes : 
(1.4.1) Elle est continue, strictement croissante, au voisinage de 0 dans W+. 
(1.4.2) La fonction t --$ 19(t)/t est croissante au voisinage de 0 dans R+. 
(1.4.3) 11 existe un reel Q > 1 tel que la fonction t - e(t)/tq soit 
dkroissante au voisinage de 0 dans R+. 
Exemple. - Un exemple standard de fonction fortement admissible est donne par 
e(t) = V(Log(1 + $,,+, oil p et v sont deux reels, avec p 2 1 et v 2 0. 
La definition (1.5) ci-aprbs illustre un des usages que I’on fera, dans ce travail, des 
fonctions fortement admissibles. 
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1.5. DEFINITION. - Soient Yl et Yz deux sow-ensembles ferme’s de R’” et B une fonction 
,fortement admissible. Si on a Yl n Yz # 0: on dit que Y1 et Y2 sont Q-situ& lorsque, 
quels que soient les sous-ensembles compacts respectifs El et E2 de Yl et Yz! il existe une 
constante y > 0 et un ouvert V contenant El U E2 tels que 1 ‘on ait 
(1.5.1) d(x, E,) + d(z, Ez) 2 Y W(K El n E2) 
pour tout x de V. Si on a Y1 n Yl = 0, on convient aussi de dire que Yl et Y2 sont 
Q-situ& avec 8(t) = t. 
1.6. COMMENTAIRES SURLES DEFINITIONS PR&%DENTES. - Dans [Th], la notion d’ensembles 
&situ& est dkfinie de man&e identique pour une classe plus large d’C1Cments 8 de 3 : 
les fonctions admissibles. On dit que 8 est une fonction admissible si elle est non nulle 
et si elle remplit les conditions suivantes : 
(1.6.1) ecxt> Pour tout rkel X 2 1, la quantitk f?(X) := Sup - 
o<ts1 Q(t) 
est finie. 
(1.6.2) 11 existe un rRe1 a. > 1 tel que l’on ait O(t) 5 at pour t i O+. 
Clairement, toute fonction fortement admissible au sens de (1.4) est admissible. Par 
ailleurs, toute fonction admissible vCrifie les propriMs ci-aprks, voir [Th], 1.6 et 3.6. 
(1.6.3) 11 existe des rkels c > 0 et m 2 1 tels que H(t) > ct” pour t -+ O$ 
(1.6.4) Pour X 2 1, T > 1 et 0 2 t < T. on a O(k) 5 g(XT)B(t). 
La condition (1.6.3) permet en particulier de voir que la Q-situation dkfinie en (1.5) 
implique la situation rCgul3re de Eojasiewicz. Elle en est une forme prCcisCe. 
Dans ce travail, on ne considhrera que les fonctions fortement admissibles dkfinies en 
(1.4), qui sont plus maniables. On va voir qu’8 une leg&e restriction pr?s ceci ne nuit pas 
B la g&&alit& Pour ce faire, on consid&e la condition suivante. 
(1.6.5) 11 existe un rkel X0 > 1 tel que 0(&t) 2 A&(t) pour t i O+. 
Cette condition implique (1.6.2) : on le vkrifie en dkoupant 10, I] en intervalles I,j := 
]A-(‘+‘), Xi’]. Pour j supkrieur B un indice j, convenable et t E Ij, (1.6.5) impose alors 
S(i) < e(q) < e(x,j”)p-jo 5 xj,“+l t3(Xi3’)t, d’oti (1.6.2). On a alors un lemme 
affirmant que, sous reserve de remplacer (1.6.2) par (1.6.5), on peut toujours supposer, 
modulo N, que la fonction admissible 8 utilisCe dans une inCgalitC comme (1.5.1) est 
fortement admissible. 
1.7. LEMME. - Soit ti un e’le’ment de 3 qui ve’ri$e (1.6.1) et (1.6.5). Alors il existe une 
fonction ereg de classe C1 au voisinage de 0 dans W+, fortement admissible, qui ve’rijie 
8 - 8. reg - 
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Preuve. - Pour j E N, on pose Ij =]X$‘+l) , Xi’] et rlj = A@(&‘). D’apres (1.6.9, il 
existe ja E N tel que l’on ait qj+l 5 r/j pour j 1 jo. On considbe alors la fonction 7 
Cgale a ~0 sur [X,j” , w [ et affine sur Ij, avec ??(A[‘) = qj, pour j 2 jo. 11 est clair que 7 
est continue, croissante et se prolonge par continuite en 0. Pour t E I3 avec j 2 j,, on a 
en outre 8(&‘js1’ ) 5 tq(t) 5 0(X,‘) et done, compte tenu de (1.6.1), 
(1.7.1) B(A,)-V(t) 5 tv(t) 5 e(xo)e(t). 
On definit alors f&,(t) = s,” Q(S)&. Clairement, ereg est de classe Cl, strictement 
croissante sur R+ avec 6,,,(O) = 0. D’autre part, comme 7 est croissante, pour t E [0, X,j’]: 
on a 
(1.7.2) k%(t) 5 Q(t) 
et O,,,(t) 2 J:,x, ids 2 $y(G-). Par (1.7.1), ceci entraine 
(1.7.3) ~(W”W) 5 &&) F e(x,)e(t), 
d’oti 6’reg N 0. Soit maintenant p un entier. On a &(O,,,(t)/P) = t-p-l(tq(t) - 
PO,,,(~)). En faisant p = 1 et en utilisant (1.7.2), on en tire la propriete (1.4.2). En 
faisant p = q et en utilisant (1.7.3), on en tire la propriete (1.4.3) pourvu que l’on ait 
q > B(XcJ? 0 
On reformule maintenant une construction faite dans [Th] (prop. 2.2 et rem. 3.2 (ii)) 
pour les suites fortement regulibres, et dont les arguments s’adaptent sans difficulte aux 
suites a croissance moderee. Cette construction sera cruciale aux 3 3 et 3 4. 
1.8. PROPOSITION. - Soit 8 une fonction fortement admissible. Alors, quel que soit M 
dans SC,,,/ N (resp. &/ N ), il existe un unique M(O) dans S,,/ N (resp. &/ -) 
tel que l’on ait 
(1.8.1) 
II existe alors des constantes b et c! avec 0 < b < 1, 0 < c < 1, telles que l’on ait, pour 
tout Gel positif t assez petit et tout entier 1, 
(1.8.2) b hM((l, et) L: B(t)‘M/? 
E@n MC@) est don& explicitement, modulo N, par 
(1.8.3) 
O<j<l-1 
Exemple. 
(i) Pour 6(t) = tp (CL 2 l), on a M,(‘) = (Ml)p. En particulier, pour 8 = id (identite), 
on a A!?(@) = M. 
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(ii) Pour AJl = I!‘“(LogI)“’ et H(t) = t’“(Log(1 + +))-y avec (Y > 0, p > O? b 2 1 et 
v > 0: on a A#“’ = 2!“p(LogZ)‘““+“)’ (On verifie (1 X.1) a l’aide de l’exemple don& 
en (1.3) ou on utilise (1.8.3)). 
1.9. PROPRIETIES ~L~MENTAIRES DE 1M(‘). - Soient 8 une fonction fortement admissible et 
A4 une suite de SC,,,/ - . 
(i) 11 existe des constantes m > 1 et C > 1 telles que l’on ait 
pour tout 1; c’est une consequence immediate de (1.6.2), (1.6.3) et (1.8.3). 
(ii) On voit facilement que pour toute fonction fortement admissible w, la fonction w o 6’ 
est fortement admissible et on a 
&p”@ = pp))W. 
La propriete qui suit est plus delicate. 
1.10. PROPOSITION. - Soit H une fonction fortement admissible. L’application M - 
M(O) est une bijection de SCm/ N (resp. &/ - ) sur hi-m2me. 
Preuve. - La fonction 19 admet une reciproque 8-l qui appartient a .F mais n’est pas 
admissible en general. On ne peut done pas utiliser la remarque (1.9.(ii)). Cependant, 
compte tenu de (1.8.3), il suffit de verifier que pour toute suite M de S,,/ N (resp. 
&/ - ), la suite M- definie par M; = iVO et, pour I 2 1. 
M; = rI rnj ! 
O<j<l-1 
"7 = #&J~ 
est dans S,,/ - (resp. &/ - ), puisque I’on a tvidemment (M-)(@I = (M(O))- = M. 
11 est trivial de vCrifier la propriete (1.1.1). 
Par ailleurs, on a my = clrnl avec el = B-::;I;.~I). En utilisant (1.4.2) et la croissance 
de (ml) vers +oo, on voit que (Q) est une suite decroissante. De la, en procedant comme 
dans [Th], prop. 2.2, on en deduit que M- satisfait la propriete (1.1.2). 
On distingue maintenant deux cas suivant que M est fortement reguliere ou seulement 
B croissance mod&e. 
Premier cas. - la suite M est a croissance modtree. De (1.6.3) et (l.lO.l), on deduit 
aussitbt que l’on a Ml- > C-“( Ml)‘lm pour des constantes C 2 1, m > 1 convenables. 
Puisque M remplit la condition (1.1 S), on voit ainsi qu’il en est de m$me pour M-. 
Enfin, la condition (1.1.4) pour la suite M s’tcrit encore ml 2 A(Ml)“‘. Compte tenu de 
1’CgalitC ml = elrnl et de la decroissance de (cj), on en tire rn; < A(E~...E~-~)‘I’(M~)~/~. 
Par definition de M-, ceci revient a dire rn, 5 A(M(-)l”, ce qui n’est autre que la 
propriete (1.1.4) pour la suite M-. 
DeuxiPme cas. - la suite M est fortement reguliere. On ecrit alors : 
c j>z (j + :)m; = g (j + l:ml/q’: avec ES = e-y l/m,J 
.I 
( l/mj)l/q ’ 
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En utilisant (1.4.3), on voit que (E;) est une suite decroissante et il vient done 
(1.10.2) c j~z (j + :,m; 5 Ei z (j + :j&q. 3 
Or, d’apres [PI, car. 1.3, il existe un reel E > 0 et une suite (nj) tels que les proprietes 
suivantes soient satisfaites : la suite (je/nj) est decroissante et on a C-‘rnj 5 nj 2 Cmj 
pour une constante C avec C 2 1 (dans les notations de [PI, rnj et nj sont les suites 
notees rng et nYJ ). Quitte a augmenter C, il vient done 
c ,j>z (j + :,m;,. s "2 (j + :)l+,,(i'/nj)"" 5 C(it/Q)"*I$ (j + :)l+r/o 
< C’(l’/n~)1/g1-‘/4 5 C”(l/ml)l/q - 
pour des constantes C’, C” convenables. Compte tenu des definitions de ES et rn;, on 
voit alors que M- satisfait la propriete (1.1.3) en reportant l’estimation precedente dans 
(1.10.2). 0 
On rappelle maintenant les notions de jets qui font I’objet de cette etude. 
1 .ll. CLASSES DE CARLEMAN DE FONCTIONS ET DE JETS. - Soit M une suite a croissance 
mod&e. 
Une fonction f de C-(kF) sera dite appartenir a la classe de Carleman CM(W~) s’il 
existe une constante positive C (dependant de f ) telle que I’on ait, pour tout multi-indice 
L et tout z de R”, 
Soit E un compact de R”. Un jet sur E est une famille F = (FL)LENn de fonctions 
continues sur E. Au jet F on associe, pour tout entier p et tout ([,x) de E x R”, le 
polynome de Taylor 
On dit que F appartient a la classe J”(E) des jets de Whitney C” sur E si l’on a 
1 FL(z) - DLT;F(a) I= o(I z - [ I”-l) 
pour (x,[) E E x E, 1 z - < I+ 0. 
On dit que F appartient a la classe de Carleman de jets JIM(E) s’il existe une constante 
positive C telle que l’on ait, pour tout multi-indice J et tout < de E, 
(1.11.1) 1 I;;(<) I< C’+‘j’M. * 7 
et, pour tout entier p, tout multi-indice L avec I 2 p et tout z de E, 
(1.11.2) 1 FL(~) - @T;F(z) I< CP+~Z!M,+~ I z - t y+l-l . 
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II convient de remarquer que les classes Cnr (IF) et *J,I~ (E) ainsi definies ne dependent 
que de iVl modulo N . Pour une interpretation des proprietes de suites (1.1) en termes de 
proprietes de C,,,(R”) et .1,71(E). on se reportera a [B] ou [Ccl]. Par exemple, (1.1.3) est 
la condition classique de <( forte non-quasianalyticite >>. 
On a visiblement .I,, (E) c .I” (E). De plus, si l’on considere l’application de Bore1 : 
(1.11.3) RE : cm(w) ---+ *J&(E) . 
.f --+ (JYfl,hP : 
on a aussi 
(1.11.4) RE : C~[(R”) + cJ*aI(E). 
Le theoreme d’extension de Whitney ([Ml, [To]) stipule qu’il y a surjectivite dans 
(1.11.3). Ceci est encore vrai dans (1.11.4) sous reserve que l’on ait iVl E &/ N . II s’agit 
d’un theoreme de J. Bruna [B], voir aussi [BBMT], [Ccl]. 
I1 est utile de signaler que si f est une fonction de C”(R’“) dont le jet F = REP 
verifie (1.1 l.l), et si E est un compact a bord L$ ou, plus gedralement, un compact 
Whitney 1-regulier ([Ml, [To]), 1 a ors la condition (1.1 1.2) est automatiquement vCrifiCe 
(voir [BBMT], 3.12) et done 7?!~f appartient a .J*l(E). 
Enfin, pour tout jet F sur E et tout multi-indice K. on dtfinit le jet D”F par 
D”F := (FK+L)LEN”. Si X est un operateur differentiel a coefficients continus sur E. 
on definit alors de fagon Cvidente le jet XF. Le jet F est dit X-plat si XF est nul. Une 
fonction f de Cm(Rn) est dite X-plate sur E lorsque le jet REP est X-plat. 
On conclut cette premiere partie en rappelant un resultat qui sera utilise au 5 3. I1 met 
en evidence le lien entre la notion d’ensembles Q-situ& definie en (1.5) et l’application 
M --i MC*). 
1.12. THI~OR~ME DE RECOLLEMENT ([Th], 2.4 et 3.5). - Soient El et E2 deux compacts 
de R’” avec El n E2 # 0. Soient 8 une fonction fortement admissible et M un e’lkment 
de SC,,,/ N . Alors la propritte’ 
(A) Les compacts El et Ez sont O-situ& 
implique la proprie’te’ 
(B) Quels que soient les jets F’j de .Jbl(E,,) (,i = 1,2) satisfaisant Fl = F2 sur El n E2, 
si l’onpose F = Fj sur Ej (,i = 1,2). on a alors F E tJ,ll(~)(El U Ez). 
De plus, lorsque M appartient 2 2&./w, les proprie’tks (A) et (B) sont kquivalentes. 
2. Estimations fondamentales 
2.1. NOTATIONS. - Dans tout ce qui suit, R designe un ouvert connexe de C”, contenant 
l’origine, et @ designe une application holomorphe dans iI. a valeurs dans CT”; avec 
G(O) = 0. 
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Pour z E 0, on note Q’(z) la differentielle de @ en z et on note A(z) le jacobien 
det W(z). On suppose que A n’est pas identiquement nul dans R. 
On designe par C le lieu de branchement de a, c’est a dire C = { z E a; A( 2) = 0 }. 
On definit maintenant des champs de vecteurs X1, . . .> X, sur s2\C par : 
xj := ((a*)-’ & 
( > 
pour 1 < .i < r~ et w = (a(z). 
.l 
OllaXj = C;=,XF’&, oti X:” (2) est le coefficient situ6 a la j-time colonne et k-&me 
ligne de la matrice (W(x))-‘. On verifie facilement que l’on a Xk) = @‘/A ou <F’ est 
une fonction holomorphe dans 0. Pour tout multi-indice L. on posera : 
XL := $1 . . . x$. 
On considere maintenant un compact E de C’“, contenu dans 0. Pour tout reel S avec 
0 < 6 < 1, on pose 
Vi@) := {( E CL : d(C, E) < Sd(<, C)}. 
On designe enfin par 11 . 11 une quelconque des normes usuelles sur l’espace des matrices 
carrees d’ordre n. 
2.2. DPFINITION. - Soit w une fonction fortement admissible. On dit que l’application + 
ve’ri~e l’hypothtse ‘l-l(E, w) si pour tout ouvert U contenant E et relativement compact 
dans R, il existe des constantes X et 6, avec X > 0 et 0 < S < 1, telles que l’on ait 
en tout point < de U n V=,&(E). 
On interpretera cette hypothbe en (2.4). Auparavant, on va en donner une formulation 
equivalente, d’un usage plus commode en pratique (voir (2.4) et (2.7)). 
2.3. PROPOSITION. - L’application Cp satisfait ‘FI(E, w) si et seulement si il existe des 
constantes A’ et S’! avec A’ > 0 et 0 < 6’ < 1, telles que l’on ait 
(23.1) 
pour tout point z de E et tout point < de 0\X verijant 
(2.3.2) I < - z I < S’d(z, C). 
Preuve. - Supposons que @ vtrifie X(E, w) et soit (z, <) E E x C”, satisfaisant (2.3.2). 
On a d(z, C) 5 d(<, C)+ 1 C - z I< d(<, C) + S’d(z, C), d’oti 
(2.3.3) d(z, C) < (1 - s’)-ld(c. C). 
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De (2.3.2) et (2.3.3) on deduit aussitot : 
(2.3.4) d(<, E) < S’(1 - S’)-ld(C, C). 
Soit T := Sup{ d(z, C) ; z E E }. Pour un reel positif So assez petit, l’ouvert U := 
{ c E 43” ; d(c, E) < SOT } est relativement compact dans 52 et il contient Cvidemment E. 
En outre, on peut clairement supposer S’ < Sa et la condition (2.3.2) implique alors < E U. 
Soient X et S les constantes associees a U par ‘FI( E, w). Quitte encore a diminuer S’. on 
voit que (2.3.4) implique < E I&J(E) et il vient ainsi, par hypothese, 
On a Cgalement 
et, en particulier, d(C, C) < (1 + 6’)T’, avec 7” = max( 1, T). Compte tenu de (2.3.3) et 
de la propriete (1.6.4) des fonctions admissibles, il vient 
‘+k c)) I ++)w(d(C, c)). 
Avec (2.3.5), on en deduit finalement l’estimation (2.3.1) pour X’ = (1 + 6’)i~(gT’)X. 
Reciproquement, supposons que la propriete d&rite par la Proposition (2.3) soit verifiee. 
Soient S un reel strictement positif, < un point de RnVx,6 (E) et z un point de E tel que l’on 
ait d(<, E) =] 5 - z 1 . 0 n a alors ] < - z I< Sd(<, C) et d(C, C) < (1 - S)-ld(z, C), d’ou 
I < - z I< S’d(z, C) pourvu que l’on choisisse S < S’( 1 + ,‘)-I. On a done, par hypothese, 
11 (@‘(<))-l I( 5 A’ d(z,C) 
44& C)). 
On en conclut alors que Q, satisfait %( E, w) en utilisant des arguments identiques a ceux 
de la premiere par-tie de la preuve (et tenant compte du fait que si < reste dans un ouvert 
U relativement compact dans s2, la distance d(<, C) est bornee). o 
2.4. COMMENTAIRES SUR L~HYPOTHI~SE X(E, w). - La definition (2.2) trouve sa motivation 
dans l’observation suivante. Soit U un ouvert relativement compact dans R. D’apres une 
inegalite de Eojasiewicz ([Ml, [To]), 1 i existe des constantes c et K, avec c > 0 et IF. > 0, ne 
dependant que de + et U, telles que l’on ait, pour tout C de U, ] A(<) ] > c d({, C)K. On 
en deduit aussitbt (en posant /, = 1 + 6) qu’il existe des constantes X et p, avec X > 0 
et p 2 1, telles que l’on ait : 
(2.4.1) I( ((a’(<))-’ I] 5 Xd(C, C)lpp pour tout ( de U. 
Autrement dit, quel que soit le compact E contenu dans Q2, i’application @ satisfait toujours 
X(E,w) avec w(t) = tf’ pour un exposant p convenable, p 2 1. Cependant, l’estimation 
ainsi obtenue n’est en general pas optimale car elle ne prend pas en compte la gbometrie 
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de E (voir l’exemple qui suit). Le but de (2.2) est done d’introduire une forme raffirke 
de l’inegalite (2.4.1), avec un contrble plus precis de 11 ((a/)-l 11 dans un certain voisinage 
de E\C, faisant intervenir la geometric de E et C. 
Exemple. - On prend n. = 2, R est la boule unite et a(C) = (Cf<2, <a). On a ainsi C = 
{ <; Cl = 0 ou (2 = O}, d(C,C) = min( I <r 1, I (2 I) et, pour une constante C convenable, 
(2.4.2) ; I Cl& 1-l 5 II WC))-’ II L c I Cl<2 1-l 
La propriete (2.4.1) est verifiee avec p = 3 et tombe en defaut pour p < 3. 
On considbe alors un compact E contenu dans { C ; I <r I< l/2 et 1 Cl I2 Log& 5 
I (2 II 2 I Cl I2 Loti+ 1. IClI Al 
ors, pour tout point z de E, on a facilement ) z2 15 I z1 1. 
d’ou d(z,C) =I ~2 1, puis, par des calculs Clementaires, 
(2.4.3) 
pour w(t) = t5i2(Log(l + :))-‘j2 et pour une constante C’ convenable. 
Soit maintenant C dans 43” vtkifiant I C - x I< S’d(z, C), oti 6’ est un reel positif a 
determiner. Comme on a d(z,C) =I ~2 1, on obtient I C1c2 I=] x1z2 1 +0(6’ ) .z 1) ~2 ) + 
(fi’j2 I 22 I”) = I zlzs I (1+0(6’)) et done 2-l I ,751~~ 151 <rC2 I< 2 I zrz2 I si 6’ est choisi 
assez petit. Compte tenu de (2.4.2) et (2.4.3), on a alors, pour une constante C” convenable, 
l +A < 1) (a’(<))-’ 1) _< c” d(z, Cl 
C” w(d(z, C)) - w(d(z, C)) ’ 
Par application de la Proposition (2.3), il s’ensuit que Q, verifie X( E, w) pour la fonction 
fortement admissible w(t) = t512(Log(l + $))-li2, ce qui est Cvidemment plus precis 
que la fonction w(t) = t3 fournie par (2.4.1). On voit en outre que l’estimation obtenue 
ici est optimale. 
On peut maintenant Cnoncer un resultat crucial dans ce travail. 
2.5. PROPOSITION (estimations fondamentales). - Avec Ees notations de (2.1) et (2.2), on 
suppose que l’application Q, satisfait l’hypothdse ‘H(E, w). Alors, pour tout multi-indice 
L, on a 
XL = c X$f)D” 
K; l<k<l 
oci les Xg’ sont des fonctions holotnorphes duns fI\X qui ve’ri$ent, en tout point z de E, 
1 ‘estimation 
1 Xjy(z) 15 cA+l(l- k)! (w;g?;;))i 
7 
pour une constante positive Co convenable, ne d&pendant que + et E. 
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Preuve. - On va d&composer la preuve en les trois lemmes (2.6), (2.7) et (2.8) qui 
suivent. On introduit des notations : pour 1 E N* et (pr, . .,pl) E { 1. . . .: 71, }‘. on pose : 
Enfin, pour tout j de N’: on utilisera la notation symbolique suivante : 
designe une sommation indexee par le j-uplet (rl, . . ., rj) de { 1, . . ., ~1 }J . 
2.6. LEMME. - Avec les notations prtkkdentes, on a, pour tout 1 dans N* et tout (pI , . . . , pl) 
de { 1,. . .>71}l, 
(Pl>~..,Pl) 02 les coefJicients lTCqI,... qEj sont de’teminh par rkcurrence sur 1 ir 1 ‘aide des relations 
Preuve. - Pour 1 = 1, la formule est immediate par (2.1). Supposons-la vet-Me au rang 
1 - 1 (1 2 2) et soit (p) = (PI,. . .,pl) dans { 1,. . ., n}“. Par hypothbse de recurrence, 
en notant (p’) = (p2, . . ., pl), on a 
et done 
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apres une reindexation convenable. 11 est alors aise d’en deduire les relations de recurrence 
annoncees dans le Lemme. o 
2.1. LEMME. - On suppose que Cp ve’ri’e ?i(E, w). Alors il existe des constantes Cl et 
C2, avec C1 2 1, C2 2 1, ne dtfpendant que de @ et E, telles que l’on ait 
pourtouspetqde{l;.‘, n }, tout .z de E et tout multi-indice I. 
Preuve. - Pour S” reel positif assez petit, le polydisque P(z, 6”d(z, C)) est contenu 
dans R\C pour tout z de E. Par definition des Xp’ et d’apres la proposition (2.3), on 
a Cgalement, quitte a reduire S”, 
en tout point < de P(z, h”d(~, C)). 11 suffit alors d’appliquer la formule de Cauchy a Xp) 
sur ce polydisque pour obtenir l’estimation annoncee. o 
2.8. LEMME. - On suppose toujours que @ satisfait Ff(E, w). Pour tous 1 et k entiers 
avec 1 5 k 5 1, tous (PI,. . .,pl) de { 1,. . ., n }” et (91,. . ., qk) de { 1,. . +, n }“, tout z de 
E et tout multi-indice J, on a alors 
02 C3 et C4 sont des constantes, avec C3 > 1, Cd 2 1, ne d&pendant que de n. 
Preuve. - On pro&de par recurrence sur 1. Pour 1 = 1, on a k = 1, I$:i = X&’ et 
il suffit de se reporter au Lemme (2.7). 
Supposons a present que l’estimation annoncee a CtC Ctablie au rang 1 - 1 (1 2 2) et 
posons, pour alleger les notations, w := w(d(z, C)), d := d&z, C), I3 := x~~‘r~;~~:::;~~; 
et, pour 1 < s 5 n, A, := X?“&l$,‘:::;‘~‘,. D’apres le lemme (2.6), on a : 
(2.8.1) 
D’apres la formule de Leibniz, on a aussi 
1, 
2<ksl-1, 
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et done, compte tenu du Lemme (2.6) et de l’hypothese de rCcurrence : 
Or, si on pose Cs = 2+‘, on a i! 5 CiI! pour tout multi-indice I. I1 vient done, en 
remarquant que la condition H + I = J entraine h + i = j, 
1 DJA,(z) 1 
cl&1 
5 --&&- c -7?(Z + h - rC)!(CzCS)i(CzC4)E+h-k 
H+I=.J H! 
5 %$?(c~c~)‘+~-~ 1 “(l+h-k)!(g)‘. 
H+I=J H! 
On utilise maintenant un fait Clementaire : pour tous a, b, c, entiers naturels, 
(2.8.2) 
(a+ c)! < (a+b)! 
c 5 b implique - 
c! ---K--’ 
Pour tous les multi-indices H, I tels que H + I = J, on a h, 5 j, pour v = 1, . . ., n. 
Une utilisation rCpCtCe de (2.8.2) fournit done les inCgalitCs 
;(Z + h - k)! < ;(I + h - k)! 5 (1 +j - k)! . 
De ce qui precede, on deduit alors 
I D’Asb) I I s&2c4)~+‘-X (Z+j-k)! 
On choisit C4 suffisamment grand pour que la serie Cs := CIENn(Cg/C4)i converge. 
Comme on a CS = 2n-1, ce choix ne depend que de n, et par l’estimation prCcCdente 
il vient 
(2.8.3) 
En procedant de faGon identique, on obtient aussi 
(2.8.4) 
A partir de (2&l), (2.8.3), (2X4), on obtient l’estimation voulue au rang 1, en prenant 
simplement Cs = (n + l)&. 0 
2.9. FIN DE LA PREUVE DE 2.5. - La Proposition (2.5) s’obtient immediatement a partir du 
Lemme (2.6) et de l’estimation (2.8) appliquee avec J = 0. o 
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3. Un problkme de composition 
3.1. POSITION DU PROBL~ZME. - Comme dans le 5 2, on considbe une application + 
holomorphe d’un ouvert R de C”, a valeurs dans C”, et dont le lieu de branchement C 
est un sous-ensemble propre de R. Soient E un compact de C”, contenu dans R, et g une 
fonction de classe C” dans 43” et d-plate sur a(E). La composte f := g o Q, est une 
fonction de classe C” sur R et d-plate sur E. 
Soit A4 une suite a croissance mod&e (resp. fortement regulibre). Comme on l’a evoque 
en introduction, on cherche a determiner une autre suite iV+ a croissance moderee (resp. 
fortement reguliere), ne dependant que de M, Cp et E, telle que l’hypothese 
(3.1.1) Le jet REf appartient a J&f(E), 
implique que g satisfasse, pour une constante C convenable, 
(3.1.2) 
en tout point w de (P(E) et pour tout multi-indice L. 
Suivant la demarche d&rite en introduction, on donne encore w et 0 des fonctions 
fortement admissibles et on suppose que les conditions suivantes sont verifiees. 
(3.1.3) Les ensembles E et C sont 8-sit&s. 
(3.1.4) L/application Q satisfait l’hypothese 'FI(E, w). 
Moyennant ces hypotheses, on obtiendra une solution dans deux cas particuliers (decrits 
en (3.3) et (4.3)) en prenant 
oti la suite M(““‘) est definie par (1.8) et (1.9 (ii)). On verra au 5 5 que cette perte de 
regularite est optimale. Comme on l’a mention& dans l’introduction, on peut exactement 
l’interpreter comme la superposition des pertes de regularitb likes respectivement aux 
conditions (3.1.3) et (3.1.4). 
3.2. REMARQUES. 
(i) La don&e de l’une des deux fonctions w ou d figurant dans les hypotheses (3.1.3) 
et (3.1.4) ne determine pas l’autre fonction. Par exemple, dans C2, si on prend a(z) = 
( z1z2, z2), l’hypothbe (3.1.4) est optimale avec w(t) = t2 quel que soit le compact E, 
et done quelle que soit la fonction ~9 dans (3.1.3). Inversement, en considerant, pour un 
entier positif p arbitraire, a(z) = (.zi~$-~, z2) et un compact E situ6 sur l’axe des z2, 
on a toujours e(t) = t tandis que w(t) = t@. 
(ii) Dans la formulation du problbme (3.1) la donnee de la fonction g Cquivaut a celle 
d’un jet d-plat G de F(@( E)) : il s’agit d’une consequence immediate du theoreme 
d’extension de Whitney. Le jet %?~f n’est autre, alors, que le jet compose G o + sur E. 
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(iii) Dans le cas ou le compact Q(E) est Whitney I-regulier, les estimations (3.1.2) 
equivalent a dire que Ra(~j.9 est un jet de J,qI+ (Q(E)), voir (1.11). Le ptobleme (3.1) 
peut alors se reformuler en n’utilisant que le langage des jets. 
(iv) Dans le cas oti E est un compact de W” et oti l’application Q, satisfait 
qn n W) c R”, tout jet de Whitney G reel sur Q(E) peut Ctre considere comme 
un jet complexe a-plat sur @a(E) : il suffit pour cela de considerer W” comme sous-espace 
totalement reel de CT’. En vertu de la remarque (ii), il revient Cgalement au m$me de 
considerer REP comme un jet de .JAa,(E) au sens reel, ou au sens complexe et i)-plat, 
sur E. 
(v) Les remarques qui precedent permettent Cvidemment d’ecrire des corollaires reels 
aux resultats que l’on obtient sur le probleme (3.1). 
Convention. - Dans ce qui suit, les C, sont des constantes positives qui peuvent dependre 
non seulement de @, de E (comme au 5 2), mais aussi de g. 
Dans le cas oti la fonction 9 est supposee plate sur l’image de E n C par Q’, on obtient 
d’emblee une premiere reponse a la question posee en (3.1), saris autre hypothese sur E 
et Q, que (3.1.3) et (3.1.4). 
3.3. THBORCME. - On se place dans les hypothbses (3.1) et on suppose que la fonction 
g est plate sur +(E n C). Alors on a 
1 #g(w) ) < c;+lz!My) 
pour tout w de G(E) et tout multi-indice L 
Preuve. - Dans cette situation, la fonction f est clairement plate sur E tl C. D’apres 
(3.1 .I), (3.1.3) et le theoreme de recollement (1.12) les conditions 
F = REP sur E et F = 0 sur C 
definissent un jet de JIM(e) (E U C). Soient alors L et K deux multi-indices avec 1 2 k 5 1 
et soit z un point de E. Comme F est nul sur C, on obtient, pour tout entier p avec p > I, 
1 @F(z) I< C;+lk!M(B) d(z C)P+‘? p+l ’ 
En prenant la borne inferieure pour p 2 1 du majorant dans l’inegalite precedente, il vient 
1 D”F(z) 1 5 C&!d(z, C)-IChM(~j(Z i- 1, C,d(z, C)). 
Or, en vertu de (1.8) et de la propriM (1.6.4) appliquee a la fonction 
admissible w, on a hhii(o)(I + l,Csd(z, C)) 5 (C,w(d(z,C)))l+l((M(e))(W))l+l = 
(C,w(d(z, C)))~+lM$;e) .On en deduit, compte tenu de la propriete (1.1.2) appliquee 
a la suite AI(““), que l’on a 
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En vertu de (3.1.4), (2.5) et du fait Clementaire (1 - k)!k! 5 Z!, il vient alors : 
Or, pour z E E et w = (a(z), on a (XLF)(z) = (XLf)(,z) = (#g)(w). Ceci prouve 
done le Theorbme. o 
Au prix de quelques restrictions (specialement la forte regularit de M), on peut 
remplacer la platitude de g sur le compact @(IS n C) par une condition un peu plus 
g&r&ale. 
3.4. COROLLAIRE. - Outre les hypothbses (3.1), on suppose que l’on a 
(3.4.1) EcR”, qs2 n W) c R”, 
(3.4.2) M E &I -t 
(3.4.3) RacEnc)g E JdW n c)). 
Alors on a encore 
en tout point w de a(E) et pour tout multi-indice L. 
Preuve. - En appliquant sur le compact @(EIIC) de W” le theoreme de J. Bruna Cvoqut en 
(1.1 l), et compte tenu de la remarque (3.2.(iv)), on constate qu’il existe une fonction go de 
Cnt(C”), a support compact, a-plate sur R”, telle que l’on ait RQcEnc)go = R+cEoc)g au 
sens des jets complexes. On pose fa = go o a., gr = g-go, fr = f - fa = gr o a. Comme @ 
est analytique au voisinage de E et go est de classe CM dans C”! en particulier au voisinage 
de a(E), on a classiquement REfo E JM( E) (voir l’introduction). Par suite la fonction gr 
satisfait les hypotheses du theoreme (3.3). On en deduit 1 @gr(w) I 5 C$’ M(wo0) pour 
tout w de (P(E) et tout multi-indice L. Comme on a g = g1 + go, le resultat s’ensuit 
aussitot, compte tenu de (1.9 (i)). o 
4. Composantes homog&es 
4.1. PR~AMBULE. - On Ctudie maintenant le probleme (3.1) dans le cas oti on a 0 = C” 
et oti chacune des composantes @j, 1 5 j 5 n, de I’application @ est un polynome 
homogene. On note rnj := deg @j le degre de Qj et on pose d = Sup mj. 
l<j<n -- 
Convention. - Comme aux 3 2 et 3 3, on continue de noter C; des constantes positives 
ne dependant que des donnees. 
Le lemme qui suit permettra d’eclairer une hypothbse du theoreme principal (4.3). 
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4.2. LEMME. - Soient w et t) deux fonctions fortement admissibles et E un compact de 
c7’ tel que l’on ait E n C = {O}. On suppose que 1 ‘application @ satisfait l’hypothkse 
X(E. w) et que E et C sont O-situ& Alors pour tout voisinage relativement compact U de 
E, il existe des constantes positives 6’1~ et h telles que l’on ait w o 0([ < 1) < Cl4 ( < Id 
pour tout < de U n VEJ( E). 
En particulier, si E est connexe, il en rksulte w o O(t) < (2’14 td pour t - O+. 
(Cette dernikre remarque est valable, plus gCnCralement, d&s que { 1 < 1 ; c E E } 
contient un intervalle IO5 F[.) 
Preuve. - Si < .! . > dksigne le crochet de dualitk dans C” , on a < a$ (0, Xj (0 >= 1, 
d’oti 1 Xj(<) 121 G’;(c) 1-l . P ar ailleurs, on a clairement 1 +I([) I< Cl5 I < Irnj -’ pour < 
dans U. De ces deux inCgalitCs, de la dkfinition de d et du fait que U est born& on dCduit 
saris difficult6 que l’on a, pour tout < de U, 
(4.2.1) II Pm-’ II L +. 
Soit 5 un reel positif. Pour < E U n V~J(E), on a w o 0(l 5 I) 5 w o e(d(<, E n C)) 5 
wW(l + 045, VI, oti y est la constante figurant dans la dkfinition de la d-situation 
pour E et C. 11 vient done w o e(( c I) 5 C,,w(d(<,C)) en vertu de la propriM (1.6.4) 
des fonctions admissibles. De cette inCgalitC, de (4.2. l), et de K(E, w), on dCduit alors 
4CJ) > & --& pour tout < de U n VC,G(E), woQ(lCl) - c17x ICI - en prenant pour S et X les constantes 
figurant dans la definition de 7f(E, w) en (2.2). Le Lemme en rksulte, en notant que l’on 
ad(C,9IlCl. 0 
On &once maintenant la solution annoncCe du problitme (3.1) dans le cadre des 
applications B composantes homogknes. Comme on l’a signal6 en (3.2 (i)), il n’y a 
pas de lien direct entre les fonctions w et 8 qui figurent dans les hypoth&ses ci-dessous. 
La seule relation qui apparait ici entre w et 0 est la condition (4.3.4). Au vu du Lemme 
(4.2), cette condition est t&s peu restrictive. Elle est par exemple automatiquement vCrifiCe 
d& que E est connexe. 
4.3. THBOR~ME. - Soit une application @ = (Q1,. . ., (a,) de 43” dans lui-me^me, Li 
composantes @j polynomiales homogtnes, et dont le lieu de branchement C est un sous- 
ensemble propre de 43”. Soient E un compact de CT’, w et 6’ deux fonctions fortement 
admissibles. On suppose que les conditions suivantes sont v&iJie’es. 
(4.3.1) Onn EnC = (0). 
(4.3.2) Les ensembles E et C sent 0 - situ&s. 
(4.3.3) L’application Cp satisfait l’hypothkse X(E, w). 
(4.3.4) II existe une constante positive c telle que l'on ait 
w 0 O(t) 5 ctd pour t ---+ O+, avec d = Sup degQ,i. 
l<j<n 
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Soient alors M une suite a croissance mode’re’e et g une fonction de classe C” dans 43” 
et d-plate sur a(E). On pose f = g o Q[, et on suppose que l’on a 
Alors il existe une constante positive (218, d&pendant de a, E et g, telle que l’on ait, pour 
tout multi-indice L et tout w de a(E), 
Preuve. - On va decomposer la preuve en quatre &apes (4.4), (4.5), (4.6), (4.7). Pour 
tout multi-indice I, on posera 
(m, I) := mlil + . . . + mnin. 
On utilisera l’encadrement trivial i 5 (m, I) 5 di, parfois sans le mentionner. Si L est 
un autre multi-indice, on notera enfin L 5 I pour dire que l’on a Zi 5 ii, . . ., I, 5 i,. 
Un point essentiel de la demonstration va etre donne dans la proposition (4.6). Ce point 
(4.6.2) peut &tre obtenu de facon algebrique en utilisant un resultat de Gabrielov ([BM], 
prop. 1.6) et une transformation formelle de type Borel. On adopte ici une autre methode, 
plus Clementaire, fondee sur le Lemme (4.4) suivant. L’utilisation de ce Lemme a CtC 
suggeree a l’auteur par J. Chaumat et A.-M. Chollet. 11 les en remercie. 
4.4. LEMME. - Soient cl, . e ., E, et 71,. . ., rtn des reels strictement positifs et tl, . ., t, 
des reels quelconques. On considere le compact 
K := { (cle i(tl+vl) > . . ., c,e i(tn+q ; 1 ‘pj 15 qj pour j = 1,. * ., n }. 
Alors il existe une constante Cl9 telle que l’on ait, pour tout reel strictement positif r assez 
petit, tout polynbme Q et tout point w de P(O, r), 
lQ(w)lS c;‘jgQs;PIQl. 
Preuve. - On considbre la fonction extremale de Siciak &-, don&e par : 
h(w) := ~uPw(w)I 
l/degP ; P polynome, deg P 2 1, Sup ] P ] 2 1). 
K 
On verifie saris difficult6 que le compact K est non pluripolaire (c’est un produit d’arcs de 
cercles dans a3 ) et on en deduit que 4~ est localement bomee par des resultats classiques 
[S]. Le Lemme en resulte aussitot. 0 
4.5. LEMME. - Dans les hypotheses de (4.3), l’image de P(O, 1) par 4 contient un 
compact K de la forme indique’e au lemme (4.4). 
Preuve. - Comme @ est generiquement un diffeomorphisme local, il existe clairement 
un point z” de P(O, 1/2)\E tel que l’on ait aj(zo) # 0 pour j = 1,. . .,n. On pose 
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$(z”) =y% D’ apres le theorttme d’inversion locale, si on choisit ql, . . .: rlT, assez 
petits, (a(P(z”, l/2)) contient le compact K defini en (4.4). Le Lemme s’ensuit. o 
4.6. PROPOSITION. - Dans les hypothBses de (4.3), on pose, pour tout multi-indice I, 
aI := #9(O). 
Alors pour tout entier nature1 q le polynBme de Taylor d’ordre q de f en 0 est don& par : 
On a par ailleurs, pour tous multi-indices I, L avec L 5 I, et tout point z de 43”. 
avec des constantes (720 1 1. (721 2 1 convenables. 
Preuve. - Comme g est d-plate sur a(E), son developpement formel a l’origine est don& 
par C a&. Celui de f est done donrk par C a@(z)’ oti, pour chaque multi-indice I, le 
poiynome Q(Z)’ est homogene et de degre (m, I). L’assertion (4.6.1) en resulte aussitot. 
Soit k un entier nature1 quelconque. On voit encore que fk(z), partie homogene de degre 
k de f(z) en 0, est don&e par &(a( z)), avec 
Qk(w) := C aIwI. 
I, (m,l)=k 
Or on a aussi, par definition, 6(z) = &f(“)(O) . (,z(“)), oti fck) designe la differentielle 
k-&me de f et z (‘I le Ic-uple (z,z!. . ., 2). On en deduit alors aisement que l’on a, pour 
tout z de C”, 
En particulier, en tout point w de +(P(O, l)), on a 
(4.6.3) I Q/c(w) 15 c&+lMc 
avec C&s = @IT&?. Compte tenu du lemme (4.5), puis du lemme (4.4), et en notant 
que &h est de degre au plus dlc, on voit que (4.6.3) reste valable en tout point w d’un 
polydisque P(O, T), quitte a augmenter la constante C&s. En appliquant la formule de 
Cauchy sur P(O, T), on obtient alors, avec une constante Ca4 2 1 convenable, I’estimation 
I aI I < C2k.4+lkrk pour tout multi-indice I verifiant (m, I) = k. Autrement dit, il vient 
(4.6.4) I aI I I CM (m31)+1M(,,,) 
pour tout multi-indice 1. 
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Par ailleurs, comme Q(.z)I est homogene de degre (m, I), on a clairement 1 (a( 15 
c;,, ) 2 pJ) . Pour L 5 I, on a aussi DLw’ = &WI-~. On en deduit qu’il existe 
une constante Css > 1 telle que l’on ait 
(4.6.5) 1 DLw’ 15 C&Z! I z I(m+L) pour w = @(z). 
L’estimation (4.6.2) resulte aiors de (4.6.4) et (4.6.5), en prenant Caa = Cs, et C’s1 = 
zc,,c,,. 0 
4.7. DERNI~RE ~TAPE DE LA PREUVE DE (4.3). - Soit z un point quelconque du compact E. 
On considere un entier 4 avec q 2 1. On a 
(4.7.1) (DLg)(W4) = (XL.f)(4 = TI + Tz 
avec 
Tl = FLU - T,4f))(4 
et, compte tenu de (4.6.1), 
Tz = (XLT;f)(z) = (DLPq)(@(z)). 
On va estimer separement TI et Tz. 
Estimation de TI. - Soit K un multi-indice, avec k < 1. Puisque le jet REP appartient a 
Jna(E), on a I DK(f-Tlf)(z) I< C$lk!M,+l I z Iq+lpk et done, compte tenu de (1.1.2), 
(4.7.2) 1 DK(f - T,4f)(4 I< c28k! 1 z I-k (‘& 1 2 I)‘M, 
pour une COnStante Css 2 1 convenable. 
Soit alors Gas := Sup(Csr, Css). On choisit q = q(x) comme Ctant le plus petit entier 
superieur ou Cgal a 1 tel que l’on ait 
(C29 I z l)qMJ = hz-(4C29 12 I). 
On remarque par ailleurs que d’apres (4.3.1) et (4.3.2), on a @(I z I) = B(d(z, E n C)) 1. 
y-ld(z, C), oti y est la constante asssociee a E et C par la propriete de e-situation. En 
vertu de (1.8) et de la propriM (1.6.4) appliqute a w, on a done 
hM(l, c,, 1 z I) I: (C,,w 0 e(l z l))“M’“““’ 2 C;;yw(d(z, C)))%p8) 
pour des constantes C’s,,, C’s, convenables. En reportant ces inegalites dans (4.7.2), et 
compte tenu du fait evident 1 z 12 d(z, C), on obtient 
Cette estimation, jointe a la proposition (2.5), fournit 
(4.7.3) 1 Tl I< C;;lZ!M,(““B’ 
pour c32 = ~up(~28~~31)~ 
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Estimation de Tz. - On a TZ = CIEz(q,LJ DL(aIw’) pour w = (a(z), ou Z(q, L) dtsigne 
l’ensemble des multi-indices I qui verifient L < I et (m, I) 5 q. 
Soit I dans Z(q, L). On a 1 < (m, L) 5 (m, I) 5 q. Or, compte tenu du choix de 
q fait precedemment, la suite v + (C’s, 1 z ])“&I,, decroit pour 1 < v 5 q, puis croit 
vers +CK pour v > q + 1. 
En consequence, il vient (&a ( .z ])(m’l)M(,,~) I (C’s9 ] z ])(m’L)M(,,L) puis, compte 
tenu de I’inCgalitC Czl 5 C2s et de (4.6.2) 
1 DL(npr) I< &)2-Y! ) z I-(m,L) (Cz, 1 z I)(m%L?(m,L) pour ‘W = G(z). 
On remarque aussi, d’apres (1.1.2) et l’inegalite (m, L) 5 dl, que l’on a M(,J) 2 
C&(Ml)d puis, d’apres (4.3.4) et (l&3), (Ml)d 5 C~4M/wo8). Toutes simplifications 
faites, l’estimation precedente s’ecrit done 
/ DL(U~W’) I< 2-~C;~11!M/+“e) pour z E E, w = a(z) et I E Z(q, L): 
en prenant Csa = C2&‘33C34. I1 est immediat d’en deduire 
(4.7.4) 1 Tz I< 2”C;~‘Z!Mf’“? 
Conclusion. - Le theoreme (4.3) resulte clairement de (4.7.1), (4.7.3) et (4.7.4). o 
5. Complbments 
La Proposition ci-dessous est une application de (4.3) aux fonctions d’une variable reelle. 
5.1, PROPOSITION. - On considkre cp une fonction rkelle analytique au voisinage de 0 dans 
R, qui s’annule d l’ordre d en 0 (d > 2). Soit I un intervalle compact dans lequel cp’ ne 
s ‘annule qu ‘en 0. Soient M une suite h croissance mod&e et g une fonction de classe C” 
sur R telle que l’on ait, avec une constante 6’3, convenable, 
(5.1.1) 1 (g 0 cp)‘“‘(x) 1 5 c;$ll!Ml 
pour tout 1 de N et tout x de I. 
Alors il existe une constante C37 telle que l’on ait 
(5.1.2) 1 gyu) I< C;;‘z!(M# 
pour tout 1 de N et tout u de p(I). 
Preuve. - Comme indique en (3.2), on peut considerer g comme une fonction C” 
dans 43 et d-plate sur v(l). Par ailleurs, il existe une fonction 11, reelle analytique sur 
un intervalle I--E, E], vtrifiant 
(5.1.3) $40) # 0. 
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(5.1.4) cp 0 11(E) = Ed. 
On considere E := [-E, E] n $-‘(I). 11 s’agit d’un compact contenant 0. De plus 
cp 0 q(E) contient [-E’,E’] n p(l) p our E’ > 0 assez petit. On applique alors (4.3) avec 
(a(z) = $0 0 $(,z) = Zd, c = {O}, en notant que les hypotheses du theoreme sont 
clairement verifiees avec w(t) = t ‘, f9( t) = t et que la fonction f := g 0 Q satisfait la 
condition REf E .rM (E), comme composee de g o cp verifiant (5.1.1) et de la fonction 
analytique $. On obtient ainsi l’estimation (5.1.2) en tout point u de cp o $(E), done de 
[-e’,t’] n v(l). Enfin, l’ensemble J := (P(I)\[---E’,E’] est contenu dans cp(l\[-e”,c”]) 
pour E” > 0 assez petit. Par hypothese, on a ] ip’ 12 Css > 0 sur I\[--?, E”], d’ou l’on 
tire classiquement que l’on a 1 g(l)(u) 15 C$ill!Ml pour tout u de J et tout 1 de N. 
Ceci acheve la preuve. o 
5.2. OPTIMALIT~ DES ESTIMATIONS. - Jointe a un resultat classique de Whitney [WI, 
la Proposition (5.1) montre que toute fonction f paire dans C”( [-1, 11): qui verifie 
I p’(2) 1 < c$p!M, p our tout 1 de N et tout z de [- 1, 11, s’ecrit sous la forme 
f(:r) = 9(x2), ou la fonction g est C” et verifie ] g(l)(2) 15 Cif1Z!(Ml)2 pour tout 1 
de N et tout z de [0, 11. 
On retrouve ainsi le corollaire 25 de [CC2]. Comme il est observe dans [CC2], 
remarque 26, la fonction f(x) := exp(- ] z I-‘/“) et la suite Ml := I!” (a > 0) 
permettent de voir que la perte de regularite ainsi obtenue est optimale. Ici, cette fonction, 
plate a l’origine, constitue aussi un exemple oti les estimations fournies par les theoremes 
(3.3) ou (4.3) sont critiques. 
5.3. REMARQUES FINALES. 
(i) La perte de regularid apparaissant dans les Thtorbmes (3.3) et (4.3) n’est pas mesuree 
par la multiplicite, en contraste avec celle qui figure dans les theoremes preparatoires de 
[CC3]. 11 importe, a ce stade, de remarquer que les rtsultats d&its ici concernent des 
applications @ pouvant &tre de multiplicite infinie et non propres (ni mCme semi-propres). 
C’est par exemple le cas de l’application a(.~) = ( 212.~2, ~2) &tudiCe en (2.4). Elle est de 
multiplicite infinie a l’origine et le compact { w ; I w I< 1, w2 = wf } de +(C”) n’est 
pas image par + d’un compact de C2, ce qui entraine que + n’est pas semi-propre. 
(ii) Precisement, pour l’exemple donne en (2.4), on a w o 0(t) N t5(Log(l + :))” 
au voisinage de 0. A titre d’illustration des resultats obtenus, on peut ainsi voir que 
si la fonction g o Q, satisfait, dans les termes de l’introduction, des estimations Gevrey 
Mr = I!” (a > 0) sur E, alors la fonction g satisfait des estimations CM+, avec Mt = 
Z!5”/(Log1)21, sur G(E). 
(iii) La contrainte En C = (0) dans le ThCoreme (4.3) est like au role essentiel que joue 
l’homogeneite des composantes de @ dans l’estimation des derivees de g en (4.6) et (4.7). 
11 serait interessant de connaitre un theoreme analogue dans le cas oti l’intersection E n C 
n’est pas reduite a l’origine. Les methodes utilisees dans la preuve de (4.3) ne semblent pas 
s’y appliquer, en depit de quelques resultats que l’on peut obtenir dans des situations trb 
particulieres. Par exemple, pour l’application (a(z) = ( Z~.ZZ, x2) CvoquCe preddemmment 
et pour E = fi(O, l), l’auteur a pu montrer que la perte de rtgularitt est don&e par 
l’application n/r --+ M3, ce qui, dans ce contexte, correspond encore a Ad --+ A#““‘). 
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